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Cet article reproduit pour I'essentiel un article de 1995.

1 Un probleme d’enseignement

1.1 Qu’est ce qu'un nombre réel?

Demandons nous a quel moment un éleve trouve la réponse a la question :
« Qu'est ce qu’un nombre réel ?». A I'école primaire, il découvre les entiers, les
décimaux et les fractions. Au collége, il découvre les nombres relatifs, et la calcu-
latrice devient le recours constant des qu'il s’agit d’activités numériques, au point
de lui faire parfois oublier ses connaissances antérieures : est-dé fuest un
nombre pour un éléve de college, ou n’est-ce que le signe d’un calcul a effectuer
sur la calculatrice, calcul qui donne le nomhirg571429 ? Aprés avoir vu des
étudiants de Capes de mathématiques utiliser leur calculatrice pour répondre oui
ala question :« est-ce qu8/7 est un décimal ?», je ne doute pas de la réponse a
la question précédente.

Il faut dire que les programmes eux-mémes sont tout a fait contestables. Lors
de sa premiére apparition, le nomby& est présenté comme ce qu’on obtient
en appuyant sur de touch2®t ./ de la calculette. Ce qui explique parfaitement
ensuite la démarche d’éleves, qui voulant utiliser la réciproque du théoréme de
Pythagore, vérifient sur leurs calculettes que le carré de I'hypoténuse est a peu
pres égal a la somme des carrés des cotés.

La définition des nombres réels, la question de lirrationalité de nombres est
un non-dit qui traverse tout I'enseignement secondaire. Autrefois, dés la premiére
année de l'université, les nombres réels étaient construits, soit par la méthode des
coupures de Dedekind, soit par les suites de Cauchy selon la méthode de Cantor.
Ensuite les propriétés des nombres réels étaient démontrées et tous les calculs avec
les radicaux justifiés. Aujourd’hui ces questions ont été abandonnées comme trop
difficiles pour les étudiants de premier cycle de 'université, et la construction des
nombres réels n’est plus faite nulle part. De sorte que la critique que Lebesgue
adressait vers 1910 a I'enseignement secondaire dans son livre « La mesure des
grandeurs » (p 18), est valable pour tout le cursus secondaire et universitaire.

1.2 Le point de vue de Lebesgue

« ...Ma principale critique porte sur ce qu’on dit, ou plutdt sur ce qu’on ne dit
pas au sujet des nombres irrationnels.



Dans les plus hautes classes de I'enseignement secondaire, comme dans la
plus basse, on ne parle des nombres irrationnels que par prétérition. On reprend
ce qui est déja clair dans I'esprit pour enseigner aux éléeves a le formuler en mots;;
on n’essaie pas de leur préciser ce qui est resté plus que vague, bien que ce soit ce
qui leur a le plus servi depuis quatre années et dont, cependant, on ne leur a ja-
mais parlé : le nombre rationnel ou irrationnel. On le rencontre partout ; partout
on évite d’en parler nettement. En arithmétique, a I'occasion de la mesure des
grandeurs on reprend la comparaison des longueurs, mais on ne s'étend que sur
les cas de commensurabilité. Les autres, on les escamote avec plus ou moins d’ha-
bileté. On se livre aussi a un véritable tour de passe-passe al'occasion des valeurs
approchées. On ne peut parler que des valeurs approchées des nombres ration-
nels, puisque c’est des nombres rationnels seuls que 'on a parlé; or, pour eux,
ces valeurs approchées sont infiniment moins intéressantes que pour les autres
nombres. Mais ceux-cCi n’existent pas en quelque sartest bien simple, on va
parler de valeurs approchées qui ne seront approchées desien.

La question de l'irrationalité et de la définition des nombres réels est donc au
coeur de la critique de Lebesgue, critique qui est toujours d’actualité : on peut se
demander quel sens ont des développements savants en analyse, si cette question
est escamotée comme actuellement.

1.3 Ma pratique d’enseignement

Dans mon enseignement, j'ai pu constater que des étudiants de maitrise bu-
taient sur des questions simples sur les nombres, mais aussi que les constructions
des nombres réels les intéressaient vivement et leur apportait un éclairage impor-
tant sur leur futur enseignement. Leurs difficultés m’ont amené a réfléchir sur I'en-
semble du cursus d’enseignement sur les nombres et a constater son incohérence.
Ma conviction est que depuis la derniere grande réforme des mathématiques, dite
réforme des mathématiques modernes, il a été procédé pour les programmes des
colleges et lycées, a des ajustements locaux successifs, allégements par-ci, mo-
difications par-la et que I'ensemble n’a pas été discuté. Dans I'enseignement su-
périeur, nous nous sommes adaptés de la méme fagcon a l'arrivée des nouveaux
étudiants. Certaines questions sont supposés connues a un moment donné, sans
avoir jamais été enseignées. Les exemples les plus frappants a Lille concernent
les nombres réels, les structures quotients, et I'intégrale de Riemann parfois esca-
motée en premiere année,d#finiepar les étudiants de maitrise comnone cas
particulier de l'intégrale de Lebesgu&n premiere année le corps des nombres
réels est introduit de facon axiomatique, a I'aide par exemple de I'axiome de la
borne supérieure ou de tout autre axiome équivalent. Il n’y a rien a reprocher sur
le plan de la rigueur formelle. On peut toutefois se demander si cette méthode est
satisfaisante et éclairante pour les étudiants. Mais, apres tout, on pourrait aussi
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envisager qu'avec la pratique numérique acquise par les étudiants avec leurs cal-
culatrices, ces constructions et justifications des nombres réels soient devenues
superflues.

Nous allons suivre au cours de I'histoire cette question de lirrationalité et
des nombres réels, afin de comprendre I'élaboration du concept de nombre réel
et éclairer par cette histoire notre questionnement. La difficulté que nous allons
rencontrer est la suivante : suite a la découverte de l'irrationalité, pour faire des
démonstrations rigoureuses concernant ce que nous appelons maintenant la me-
sure des grandeurs, les grecs ont élaboré une théorie entierement géométrique ap-
pelée théorie des proportions, qui utilise des rapports géométriques de grandeurs.
Reconnaitre que ces rapports sont des nombres, est un processus qui a duré deux
mille ans. En quoi ceci peut-il nous intéresser directement pour I'enseignement ?
Un éleve ou un étudiant ne peut avec sa calculette qu’'approcher certaines quanti-
tés. Est-il si évident pour lui que ce sont des nombres ? Bien sdr, les enseignants le
disent, mais est-ce donc si évident quand on voit les difficultés que cette question
a poseé aux mathématiciens des siecles passes ?

2 Ladécouverte de l'irrationalité

Les nombres sont issus de deux activités, le dénombrement et la mesure. Ce
qui a posé dans la civilisation grecque le probléme du discret et du continu. Les
autres civilisations antiques, bien qu’elles aient développé des mathématiques
comportant de nombreux résultats géomeétriques et numeériques, n’ont pas laissé
de traces écrites de réflexions sur ce theme.

2.1 Les civilisations antiques

La civilisation babylonienne, civilisation antique la plus avancée en mathéma-
tiques, disposait d’'un systéme de notation de nombres trés performant en base
soixante ; nous avons retrouvé des calculs de racines carrées extrémement pré-
cises, a l'aide de l'algorithme appelé plus tard I'algorithme de Héron, mais nous
n'avons retrouvé aucune trace de distinction entre rationnels et irrationnels. La
seule distinction qui est faite est celle entre nombres qui s’expriment exactement
en base 60 et nombres « qui n'existent pas », ou qui sont remplacés par une valeur
approchée, sans donner d’explications.

La civilisation égyptienne en mathématiques est restée tres dépendante d'un
systéme de nombres peu adapté avec écriture des parties fractionnaires a l'aide de
« fractions égyptiennes » de numérateur 1, systeme limité et peu performant.



La civilisation grecque est I'héritiere en mathématiques de ces civilisations.
Les grecs ont disposé d’un systeme de notation des entiers en base dix a I'aide des
lettres de l'alphabet. Bien que limité sur le plan de I'écriture des grands nombres,
ce systéme était utilisé pour la notation des nombres parallélement a I'utilisation
d’'une abaque pour les opérations. Pour noter les parties fractionnaires, les grecs
avaient recours, soit aux fractions egyptiennes, soit a I'utilisation des soixantiemes
adaptée a leur notation avec des lettres. Puis plus tard une notation des fractions
a I'aide de couples d’entiers est apparue. Tous les calculs pratiques étaient dési-
gnés sous le terme degistiquepar les grecs et considérés comme une activité
réservée aux artisans et aux marchands. La « partie noble » des activités numé-
riques, concernant les réflexions sur la nature des nombres relevait de I'activité
des mathématiciens et était désignée sous le nanitlitnétique Dans les textes

de mathématiciens de I'époque classique la notion de nhombre recouvre exacte-
ment celle de nombre entier naturel. Plus tard, a la fin de la période classique chez
des mathématiciens comme Archiméde, Héron et Diophante, la notion de nombre
englobe aussi celle de fraction.

2.2 La découverte de l'irrationalité

Dans I'école pythagoricienne se sont développées les techniques de démons-
tration initiées par Thalés. Le nombre entier joue un r6le central dans la philo-
sophie pythagoricienne : « Tout est nombre ». On n’a pas gradé de trace écrite
de leur oeuvre, mais on sait que beaucoup de démonstrations en géométrie ont
été faites dans cette école en supposant que deux longueurs quelconques étaient
commensurables, c’est-a-dire que le rapport de deux longueurs se ramenait a un
rapport de deux entiers.

La découverte de lirrationalité, probablement a propos de la diagonale et du
coté du carré bouleverse leur philosophie. On connait deux démonstrations de
cette irrationalité. L'une d’elles est désignée par Aristote comme « la démonstra-
tion par le pair et I'impair », c’est-a-dire que si la diagonale était commensurable
au coté on pourrait montrer qu’'un méme nombre est a la fois pair et impair. L'autre
démonstration utilise une méthode appelée « antiphérese », ou soustraction réci-
proque. Elle est essentiellement celle de I'algorithme d’Euclide appliquée a des
longueurs. Elle distingue le cas commensurable ou cet algorithme est fini et le
cas incommensurable ou cet algorithme ne s’arréte pas ; des les origines, la notion
d'irrationalité est donc associée a celle d’un processus infini.

2.3 La nature du continu, la nature de I'infini

A la fin du cinquiéme siécle avant notre ére, un débat sur la nature du con-
tinu divise différentes écoles philosophigues grecques. Une ligne est-elle indéfini-
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ment divisible ou est-elle constituée de lignes insécables ? Méme probléme pour
le temps, les aires et les volumes.

Contre les tenants des deux écoles, partisans des lignes insécables ou parti-
sans du continu indéfiniment divisible, Zénon d’Elée a avancé quarante paradoxes
dont quatre nous ont été conservés par Aristote. Ils mettent en question 'usage de
I'infini et alimenteront les débats des philosophes pour longtemps.

Aristote a établi une théorisation de l'infini, théorie qui fera autorité pendant
deux mille ans. Aristote applique a l'infini sa distinction entre I'existence en acte
et I'existence en puissance. Il montre que le seul usage de I'infini dont a besoin
le mathématicien est I'infini en puissance, ou infini potentiel, comme possibilité
d’accroissement (par exemple que pour tout entier, on peut en trouver un plus
grand), ou comme possibilité de division, (par exemple la possibilité de diviser
toute longueur). Une grandeur n’est pas infinie en dctefini n'est pas ce en
dehors de quoi il N’y a rien, mais au contraire ce en dehors de quoi il y a tou-
jours quelque chosd.infini est donc associé a inachevé, indéterminé, et a une
connotation négative. Toute la rigueur mathématique des grecs s’est exercée pour
éliminer le recours a l'infini dans les raisonnements mathématiques.

Ceci a une grande importance pour notre propos. Si le rapport de deux gran-
deurs incommensurables ne peut étre défini comme le rapport de deux entiers,
comment le définir ? Nous avons gardé trace d’une premiére définition de ce rap-
port comme la suite infinie des quotients qui apparaissent dans le processus d’anti-
phérése, définition inacceptable, si I'infini est a éviter en mathématiques. La solu-
tion sera trouvée par Eudoxe et exposée dans le livre cing des Eléments d’Euclide
qui traite des rapports de grandeurs.

3 La mesure des grandeurs chez les grecs

3.1 La mesure des grandeurs chez Euclide

Les grandeurs Le terme grandeur n’est nulle part défini dans Euclide. Par le
contexte, nous comprenons gu’il s’agit de longueurs, d’aires, de volumes, d’angles,
d’arcs de cercle, mais sans mettre derriére ces termes de notions numériques. Les
seuls nombres utilisés sont les entiers. Le terme mesurer est employé dans le sens
suivant : une grandeur en mesure une autre de méme nature si la seconde est obte-
nue en juxtaposant un nombre entier de fois la premiére. L'opération associée est
donc une opération de juxtaposition, de longueurs mises bout a bout, de surfaces
planes, de volumes.

Critéeres d’égalité  Un instrument indispensable est celui de criteres d’égalité de
grandeurs. Ceux-ci sont purement geometriques. Pour les segments, les angles et



les arcs, il s'agit de la possibilité d’'amener en coincidence. Pour les triangles, les
trois cas d’égalité montrent que I'égalité de trois éléments, cotés ou angles bien
choisis, entraine I'égalité des trois autres élément®galité des trianglesOn
comprend que cette égalité de triangles désigne ce que nous appelons égalité des
aires des triangles, (mais en utilisant ici une notion numérique qui n’existe pas
chez Euclide), en lisant I'énoncé de la proposition 37 du livre 1 des Eléments
d’Euclide : Des triangles de méme base et entre les mémes paralleles sont égaux.
Cela montre que cette notion titangles égauxest un correspondant purement
géométrique de notre notion numérique d’égalité d’aires de triangles. Les égalités
d’autres figures planes sont montré par des procédés de découpage. Des notions
analogues sont aussi développées pour les volumes : exemple, les parallélépipédes
de méme base entre les mémes plans paralléles sont égaux.

Quadratures et cubatures Les problemes de quadrature (respectivement cuba-
ture) désigne la construction a la régle et au compas d’un carré (respectivement
un cube), égal a une surface donnée (respectivement un volume donné). Les plus
célébres de ces problémes concernent le quadrature du cercle et la duplication
du cube, problémes qui ne trouveront leur solution qu’au dix-neuvieme siécle ou
'impossibilité de ces constructions sera montrée dans le cadre de la théorie des
nombres.

La notion de quadrature au sens d’associer un nombre a une grandeur et une
unité n’existe pas chez les grecs. On ne trouve donc dans Eaciame formule
de calcul d’aires ou de volumgbien que de nombreux problemes de quadrature
et de cubature soient traités. A titre d'illustration de ce point donnons le théoréme
de Pythagore qui figure a la fin du livre 1. Il est a comprendre ainsi : le carré
construit sur I'hnypoténuse d’un triangle rectangle peut étre décomposé en deux
rectangles « égaux » respectivement aux carrés construits sur les cotés de I'angle
droit.

La méthode des aires Cette méthode consiste a passer, pour démontrer des éga-
lités de lignes, par des égalités d’aires. Elle est abondamment utilisée par Euclide.
De méme, la démonstration d’égalité de rapports entre des lignes sera démontrée
en utilisant des rapports entre des surfaces. Elle sera critiquée plus tard par des ma-
thématiciens comme les mathématiciens de Port Royal comme ne respectant pas
le vrai ordre de la naturequi selon eux hiérarchise les grandeurs en longueurs,
surfaces et volumes et demande de ne pas faire appel, contrairement a Euclide, a
des surfaces pour démontrer des théorémes sur des longueurs.

Les opérations sur les grandeurs Les opérations de juxtaposition portent sur
des grandeurs de méme nature dites homogenes par les grecs, et donnent un ré-



sultat de méme nature. Cette juxtaposition n’est pas notée comme une addition.
Par contre, on en déduit explicitement une multiplication des grandeurs par les
entiers, obtenue en répétant 'opération de juxtaposition de grandeurs égales.

Une multiplication de grandeurs existe de fagon limitée : Le produit de deux
longueurs donne le rectangle construit sur ces deux longueurs. Le produit de trois
longueurs donne le parallélépipede rectangle construit sur ces trois longueurs. Le
produit de plus de trois longueurs n’a donc pas de sens. De méme pour le produit
de deux aires, ou d’'une longueur et d’'un volume, ou d’'une aire et d’'un volume,
etc...

On désigne sous le nom d’algebre géométrique grecque, toute une série de pro-
blémes qui figurent dans le livre deux et le livre six des Eléments d’Euclide, qui
sont exprimés et résolus géométriguement, et que nous pouvons associer main-
tenant a des identités remarquables, ou a des résolutions d’équations du second
degré, portant sur des nombres, mais qui dans le livre grec n’ont rien de numé-
rique.

3.2 Lathéorie des rapports de grandeurs d’Eudoxe Euclide

Les rapports de grandeurs dans le livre cing des ElémentsLes premiéres
définitions du livre cing portent sur les raisons (ou rapports) de grandeurs et sur
les proportions (égalité de raisons). On ne peut établir de raison qu’entre deux
grandeurs homogenes, (définition 3), qui de plus vérifient une propriété désignée
maintenant sous le nom d’axiome d’Archiméde (définition 4 : les grandeurs étant
multipliées doivent se surpasser mutuellement, c’est a dire qu’on ne peut établir
un rapport entred et B que s'il existe deux entiers et p tels quenA > b et

pB > A).

Une proportion est une identité de raisons, (définition 5). En notations mo-
dernes, la définition 6 donne un critere d'égalité de raisohgst aB commeC
est aD si, pour tous les entiers et p possibles :

— SinA > pB alorsnC' > pD

— SinA = pB alorsnC = pD

— SinA < pB alorsnC < pD
La définition 6 est une définition opératoire, en ce sens qu’elle intervient effecti-
vement dans les démonstrations, par exemple pour montrer que des triangles entre
les mémes paralléles sont entre eux comme leurs bases, proposition qui servira a
établir le théoreme que les manuels frangais désignent sous le nom de théoreme
de Thales.

De méme est définie une relation d’ordre entre les raisons. Dans la suite du
livre cinq sont établies des relations sur les proportions ; il faut remarquer qu’on
n'opere pratiquement pas sur ces raisons. Seule une composition (produit) limi-
tée au carré d'un rapport ( appelé rapport double, définition 10) et au cube d’'un
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rapport (appelé rapport triple, définition 11) figure. Un seul théoreme du livre six
(proposition 18) utilise une composition de raisons, nulle part défiés paral-
|élogrammes équiangles ont entre eux une raison composée de celles des cotés.
Une lacune des Eléments concerne I'existence d’une quatriéme proportion-
nelle a trois grandeurs, abondamment utilisée par Euclide pour des aires et des
volumes dans le livre 12 et démontrée seulement dans le cas de longueurs.

La mesure des grandeurs et la méthode d’exhaustion Tous les théoremes qui

pour nous relevent de la mesure des grandeurs, des aires et des volumes, seront
exprimés dans le langage des proportions dans le livre 12. La pluspart de ces
théorémes se présenteront sous une forme analogue a celui ci : propodigi®n 2,
cercles sont entre eux comme le carré de leur diaméaelémonstration se fait

par une double réduction a lI'absurde, appelée plus nagthode d’exhaustion

Pour montrer qued/B = C/D, on montre qued/B > C/D est impossible

et queA/B < C/D estimpossible; on en déduit I'égalité des rapports. L'outil
utilisé pour ces démonstrations par I'absurde est le théoréme 1 du livre 10 qui dit
que :Deux grandeurs inégales étant proposées, si on retranche de la plus grande
une partie plus grande que sa moitié, si I'on retranche du reste une partie plus
grande que sa moitié, et si on fait toujours la méme chose, il restera une certaine
grandeur qui sera plus petite que la plus petite des grandeurs proposeées.

La théorie des rapports de grandeurs fournit donc un procédé pour des dé-
monstrations rigoureuses en géomeétrie. Elle restera la référence obligée pour deux
mille ans. Elle est le seul moyen trouvé par les grecs pour traiter dans un cadre
géomeétrique la question du rapport de grandeurs incommensurables.

3.3 Les approximations d’irrationnelles

Ilimporte de remarquer que le terme d’irrationnel désigne pour nous un nombre
irrationnel. C’est pour cette raison que nous parlons d’irrationnelles pour indiquer
gue cette notion n'a chez les grecs rien de numérique et reste dans un cadre géo-
métrique.

La théorie du rapport des grandeurs fut un instrument remarquable entre les
mains d’Archiméde pour démontrer rigoureusement des quadratures et des cuba-
tures qu'’il avait trouvées en utilisant des analogies mécaniques. En particulier il
montra des encadrements célebres du rapport de I'aire du cercle au carré du rayon.
D’autres mathématiciens comme Héron, ont beaucoup développé les calculs de
valeurs approchées de quantités irrationnelles.

Parallelement cette théorie des rapports de grandeurs développée dans le livre
cing pour les grandeurs et dans les livres 7, 8, 9 d’arithmétique pour les rapports de
nombres, fournit un développement de la logistique, en fournissant des théorémes



applicables aux fractions, ce qui explique I'élargissement de la notion de nombre
aux fractions, a la fin de la période classique de la mathématique grecque.

3.4 Proclus, sur les rapports

Nous conclurons cette partie consacrée au probleme de l'irrationalité dans la
mathématique grecque par des citations de Proclus extraites du « commentaire sur
le livre 1 des Eléments d’Euclide » ( prologue page 51). Les calculs numériques
développés ont posé la question : qu’est ce que ces rapports de nature géométrique
gue I'on peut encadrer, approcher par des nombres ?

Le fait que le rapport est toujours rationnel appartient a I'arithmétique seule,
et pas entiérement a la géométrie, car il existe aussi des rapports irrationnels dans
celle ci... [a ou il y a division a I'infini, il a y aussi l'irrationnel...

Quant aux théorémes qui leur sont communs, 'un se transporte de la géomé-
trie dans I'arithmétique, d’autres, au contraire de I'arithmétique dans la géomé-
trie ; enfin d’autres, qui leur sont dévolus de la méme maniére par la mathéma-
tique toute entiere, les intéressent toutes les deux. C’est en effet de cette maniere
qgue la permutation, les inversions, les compositions et les divisions de rapports
sont communs aux deux sciences; que l'arithmétique est la premiere a consi-
dérer les choses commensurables; que la géométrie les considére aprés avoir
pris I'arithmétique comme modele, et établit par la méme que les choses com-
mensurables sont toutes celles qui ont entre elles le rapport d’'un nombre a un
nombre, parce que la commensurabilité existe primordialement dans les nombres.
Car partout ou il y a nombre il y a aussi du commensurable et partout ou il y a du
commensurable, il y a aussi du nombre.

4 Les apports des mathématiciens arabes

4.1 Reéflexions sur la théorie des proportions

Nous savons que les mathématiciens arabes ont beaucoup travaillé sur le texte
d’Euclide, en particulier sur la théorie des proportions et sur la théorie des paral-
leles. Nous avons un exemple avec le travail d’Omar Khayyam (1048-1123), ou il
cherche a définir I'égalité de deux rapports.

Etant (données) quatre grandeurs (telles que) la premiére soit égale a la se-
conde et la troisieme égale a la quatrieme, ou bien (telle que) la premiére soit une
partie de la seconde, et la troisieme cette méme partie de la quatrieme, ou bien
(telle que) la premiere soit des parties de la seconde et la troisieme ces mémes
parties de la quatrieme, alors le rapport de la premiére a la seconde est nécessai-
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rement comme le rapport de la troisieme a la quatrieme, et ce rapport est numé-
rique.

Ce paragraphe énumere donc les cas suivants d’égalité de rapports :

- A=BetC=D

— A=B/netC=D/n

— A=pB/netC =pD/n
pour conclure que dans ces c&sB = C'/D (en langage moderne). Notons bien
la conclusion : ce rapport est numérique.

Si les (grandeurs) ne sont pas selon ces trois formes et que, lorsqu’on re-
tranche de la seconde tous les multiples de la premiére (contenus dans la seconde)
jusqu’a ce qu’il reste un résidu inférieur a la premiere, et si de la méme maniere,
lorsqu’on retranche de la quatriéme tous les multiples de la troisieme jusqu’a ce
gu'il reste un résidu inférieur a la troisieme, et que le nombre de multiples de la
premiére contenu dans la seconde est égal au nombre de multiples de la troisieme
(contenu) dans la quatrieme. Et si aprés (cela), on retranche (de la premiére) tous
les multiples du résidu de la seconde par rapport a la premiere, de telle sorte qu'il
reste un résidu inférieur au résidu de la seconde, et que de la méme (maniere),
on retranche (de la troisieme) tous les multiples du résidu de la quatriéme par
rapport a la troisieme jusqu’a ce qu'il reste un résidu inférieur au résidu de la
guatrieme, et qu'alors le nombre de multiples du résidu de la seconde est égal
au nombre de multiples du résidu de la quatriemeEt si, lorsque de la méme
maniere, on retranche tous les multiples des résidus successivement les uns des
autres, comme nous I'avons montré, le nombre des résidus de la premiére et de
la seconde est égal au nombre correspondant de la troisieme et de la quatrieme,
(et ce ) indéfiniment, alors le rapport de la premiére a la seconde sera, nécessai-
rement, comme le rapport de la troisieme a la quatrieme. Et c’est cela le rapport
véritable pour le type géométrique (des grandeurs).

Ce texte est extrait de la « Seconde Epitre sur les proportions, de I'idée de
proportionalité et de leur sens véritable ». (Traduction par Ahmed Djebbar).

On voit ici décrire en mots l'algorithme d’Euclide appliqué aux grandeurs; la
définition de I'égalité des rapports est donc donnée par I'égalité, a tous les stades
des quotients. On voit opposer ce type de rapports aux précédents, comme rapports
de type géométrique. C’est la la définition pré-Eudoxienne des rapports a l'aide
de la suite des quotients dans le processus d’antiphérese.

4.2 Deéveloppement de I'algebre

Nous ne développerons pas ce point , mais I'invention de I'algebre fut une
contribution essentielle des arabes; en désignant I'inconnue, par un mot « la
chose », en utilisant son « carré », les arabes ont explicité la résolution de I'équa-
tion du second degré, en distinguant différents cas, puisqu’ils n’utilisaient que
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des coefficients positifs. Les algébristes italiens de la Renaissance ont résolu les
égquations du troisieme et du quatrieme degré. Parallelement commence en Europe
le développement du symbolisme algébrique dont I'unification sera tres longue a
réaliser. Cette algébre et ses développements en Europe jouent aussi un role dans
le développement de la notion de nombre réel, en amenant un calcul uniforme,
que l'inconnue porte sur des nombres (rationnels) ou sur les grandeurs.

4.3 Linvention des décimaux

Cette invention faite a différentes époques par Al Samawal et par Al Kashi,
en particulier, ne semble pas avoir joué un role important dans les mathématiques
arabes. Pourtant, elle conduit a une graduation sur les nombres, graduation aussi
fine qu'on veut, et permet des comparaisons entre nombres beaucoup plus facile
que par l'usage des représentations fractionnaires. La redécouverte des décimaux
en Europe a la fin du seizieme siécle par Stevin, sera suivie de leur usage généra-
lisé dans les tables de calculs en particulier les tables de logarithmes. Elle a une
importance considérable pour I'unification du champ numérique.

5 Processus de numérisation des rapports

Nous allons indiquer trés brievement quelques étapes du long processus his-
torique qui a conduit les mathématiciens a considérer les rapports géométriques
comme des nombres.

5.1 Les opérations sur les rapports et les grandeurs

Oresme Le premier développement important sur la théorie des rapports est
apporté par le travail d’Oresme écrit entre 1351 et 1360, intitulé : « De proportio-
nibus proportionum ». Ce texte développe des opérations sur les rapports :
— ajouter, soustraire, diviser, augmenter, diminuer
— développement de la composition de rapports (produit), de rapports de rap-
ports, étude du caractere rationnel ou non de rapports de rapports.
— laffirmation que les rapports se comportent comme des grandeurs conti-
nues : entre deux rapports inégauy, il est possible d’insérer autant de moyennes
gue I'on voudra ; un rapport est divisible a I'infini.

Viete (1540-1603), écrit en 1591 « In artem analyticen Isagoge » décrit en ma-
thématiques un nouvel art, I'analytique, (en fait I'algébre), comme procédé de
découverte de vérités mathématiques. Cette nouvelle algébre est autant arithmé-
tigue que géométrique, et décrit une théorie générale des proportions. Il distingue
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la logistique numérique de la logistique spécieuse, (calculs sur les grandeurs et
les nombres inconnus, les especes). Des théories grecques, Viete conserve la loi
des homogénes : on ne peut additionner et soustraire que des grandeurs homo-
géenes. Le produit de deux grandeurs homogénes (ou non), donne une grandeur
d’'une autre dimension. De méme la divison de grandeurs, est définie en référence
a la notion grecque d’application d’une grandeur sur une autre. La hiérarchie des
grandeurs ne se limite pas aux longueurs, aires et volumes, mais comporte des
grandeurs de dimensions quelconques, 4, 5, 6 ... ainsi que Diophante l'avait déja
fait. Ce qui I'autorise a montrer que quatre grandeurs sont proportionnelles si et
seulement si le produit des moyens est égal aux produit des extrémes, et établit un
lien entre I'écriture des équations et celle des proportions. Viéte montre comment
mettre en équation un probleme, comment transformer cette équation pour passer
a une forme canonique qui fournit la solution, comment exploiter numériquement
ces résultats.

5.2 Représenter les grandeurs par des longueurs

Descartes « Lesregles pour la direction de I'esprit » et la « géométrie » montrent
les conceptions de Descartes sur I'algebre, la géométrie et les mathématiques. I
recherche une mathématique universelle qui ne peut étre représentée et congue que
symboliguement. L'algebre est une théorie générale des proportions et des équa-
tions, dont les objets acquiérent d’abord leurs caractéristiques d’aprés le champ
numérique, mais dont les objets symboliques s’identifient avec les objets du monde
physigue. Cette mathématique universelle identifie I'algebre congcue comme lo-
gistique symbolique, avec la géométrie interprétée pour la premiere fois comme
science symbolique.

Un des apports essentiels de Descartes est la rupture de la loi de 'homogeé-
néité. Descartes montre que tous les résultats d’opérations sur les grandeurs, une
fois choisie une unité de longueur, peuvent étre représentés par des longueurs. Pre-
mier pas essentiel : les rapports géométriques, les produits, les aires, les volumes,
peuvent étre représentés par des longueurs. La demi-droite représente tous les ré-
sultats des calculs. Cette géométrie de Descartes egtlgabre des longueurs

Méme s'’il ne se prononce pas clairement, sur la nature du rapport géométrique,
(est-il un nombre ou pas ?) ou plutét, ( & ma connaissance), méme s’il maintient
la distinction entre nombre et rapport géométrique, I'avancée sur le plan de la
numeérisation des rapports est importante.

5.3 Trouver une meilleure définition des rapports

Arnault Dans son traité de géométrie « Nouveaux élémens de géométrie », livre
second sur la théorie des proportions, (1667), (page 23), Arnauld donne une nou-
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velle définition des rapports et des proportions, plus proche, comme le remarque
R. Bkouche, de la pratique de la mesure que la définition euclidienne. Ici, contrai-
rement au texte euclidien, la théorie des proportions se situe dans les chapitres
préliminaires du cours de géométrie.

La maniére dont une grandeur est contenue dans une autre que nous avons
dite s’appeler raison, est encore de deux sortes. L'une est quand la grandeur, ou
quelqu’une de ses aliquotes est contenue tant de fois précisément dans une autre,
ce qui s’appelle raison exacte ou raison de nombre a nombre, parce que tous les
nombres ont entr'eux cette raison ayant tous au moins I'unité pour I'une de leurs
aliquotes qui est contenue précisément tant de fois dans tout autre nombre que ce
soit.

Les grandeurs qui ont entr’elles ce type de raison de nombre a nombre sont
appelées commensurables, parce gqu’elles ont quelque aliquote qui leur sert de
mesure commune. L'autre maniére selon laquelle une grandeur est contenue
dans une autre, est quand il ne se trouve aucune aliquote dans I'une qui soit pré-
cisément tant de fois dans l'autre. De sorte que l'une et I'autre ayant une infinité
d’aliquotes et de mesures, il N’y en a aucune néanmoins qui mesure précisement
'une et l'autre grandeur, mais celle qui mesure précisément I'une ne mesurera
jamais précisément la seconde, et celle qui mesurera précisément la seconde ne
mesure jamais précisément la premiére. Cette raison s’appelle sdzirtdes gran-
deurs qui ont entr’elles ce type de raisons s’appelianbmmensurablesparce
gu’elles n’ont entr’elles aucune commune mesure.

Pour la définition d’'une proportion, deux définitions sont nécessaires. la pre-
miere concerne I'égalité des raisons de nombre a nombre.

Lorsque la raison d’'un antécédent a son conséquent est égale a celle d’'un autre
antécédent a un autre conséquent, cette égalité de raisons s’appelle proportion.

\oici la seconde :

Deux raisons sont appelées égales quand toutes les aliquotes pareilles des anté-
cédents sont chacunes également contenues dans chaque conséquent.

Que signifie cette deuxieme définition, avec nos notations ? Ordasa= C'/ D,

si prenant des aliquotes pareilles des antécédents, c’est a dire ici partageant

C par le méme entier, on obtient que ces aliquotes sont chacune également conte-
nues dans3 et D, c’esta dire que.A/n < B < (p+1).A/netp.C/n < D <

(p + 1).C'/n. On voit que ce processus est le processus pratique de mesure, en
utilisant des aliquotes des antécédents comme unités.

Les nouveaux éléments de géométrie d’Arnault deviendront une référence im-
portante pendant plus d’un siecle.
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5.4 Les rapports sont-ils des nombres ?

Stévin Indépendamment de son travail « La Disme » ou il redécouvre les déci-
maux, Stevin (1548-1620) est intéressant par des prises de positions tres modernes
sur la nature des nombres et des grandeurs, en rupture totale avec la tradition. Ses
théses développées dans le « Traité des incommensurables grandeurs » (Arithmé-
tique 1585) sont célébres.

— Que l'unité est nombre.

— Que nombres quelconques peuvent étre nombres carrés, cubiques, de quatre

guantités, etc.

— Qu’une racine quelconque est nombre.

— Qu’iln'y a aucuns nombres absurdes, irrationnels, irréguliers, inexplicables

ou sourds.

De nombreux mathématiciens participeront a ce type de discussion. Le nombre en-
tier défini par Euclide comme multiplicité excluait I'unité par sa définition méme.

Le statut du zéro posait aussi probleme. Pascal s’est aussi prononcé dans « De
I'esprit géométrique » sur ce theme, démontrant que I'unité est un nombre mais
que zéro n’en est pas un.

L'originalité de Stevin est manifeste par sa position sur les nombres et les gran-
deurs : « la communauté et la similitude entre grandeurs et nombres est si univer-
selle qu’elles semblent quasi identité. » Les nombres sont pour lui une structure
continue et non une structure discréte :« que nombre n’est point quantité discon-
tinue ». Il distingue nombre arithmétique (sans adjectif de grandeur) et nombre
géometrique, mais tout est dénomme nombre.

Cette position ne pouvait pas étre justifiee et relevait d’'une prise de position,
d’'un acte de foi qui fut violemment combattu par les mathématiciens de Port-
Royal, en particulier. Elle ne pouvait pas convaincre celui qui restait dans le cadre
de pensée euclidien.

Newton Dans son livre publié en 1707 « Arithmétique universelle », Newton
répond sans aucune ambiguité par I'affirmative :

On entend par nombre, moins une collection de plusieurs unités, qu’un rap-
port abstrait d’'une quantité quelconque a une autre de méme espece, qu’on re-
garde comme l'unité. Le nombesst de trois especes, I'entjde fractionnaire et
le sourd L'entier est mesuré par I'unité ; le fractionnairgar un sous-multiple de
I'unité ; le sourdest incommensurable avec I'unité.

D’Alembert Larticle de L'encyclopédie Diderot D’Alembert donne a l'article
nombreune définition juxtaposant des points de vue contradictoires : multiplicité
d’unités dans le premier paragraphe, rapport abstrait d’'une quantité a une autre se-
lon Newton au second, dans le troisieme paragraphe, selon la définition de Wolf,ce
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qui a le méme rapport avec l'unité qu’une ligne droite avec une autre ligne droite,
avec un retour dans la suite de l'article a la notion euclidienne de multiplicité
d’unités.

Pour comprendre, il est intéressant de se reporter aux « Essais sur les éléments
de la philosophie naturelle », de D’Alembert (1759), (page 328), ou il développe
longuement son point de vue.

...le mot mesuren mathématiques, renferme I'idée d’un rapport explicitement
exprimé. Or il est des rapports qui offrent plus de difficultés que les autres, soit
pour en présenter la notion d’'une maniére bien nette, soit pour les démontrer de
maniére rigoureuse : ce sont les rapports des quantités incommensurables

On dit par exemple, que la diagonale du carré est a son coté comme la ra-
cine carrée de 2 est a 1; pour avoir une idée bien nette de la vérité que cette
proposition exprime, il faut d’abord remarquer, qu’il n’y a point de racine carrée
du nombre 2, ni par conséquent de rapport proprement dit entre cette racine et
I'unité, ni par conséquent de rapport proprement dit entre la diagonale et le coté
d’un carré, ni par conséquent enfin, d’égalité entre ces rapports, puisqu’il n’y a
point proprement d’égalité entre des rapports qui n’existent pas. Mais il faut re-
marguer en méme temps, que si on ne peut trouver un nombre qui multiplié par
lui méme produise 2, on peut trouver des nombres qui multipliés par eux méme
produisent un nombre aussi approchant de 2 qu’on voudra, soit en dessus, soit au
dessous..

Cette facilité qu’on a de représenter des rapports incommensurables, non par
des nombres exacts, mais par des hombres qui en approchent aussi prés qu’on
voudra, sans jamais exprimer rigoureusement ces rapports, est cause que les ma-
thématiciens aient étendu la dénomination de nonaune rapports incommen-
surables, quoiqu’elle ne leur appartienne gu’'improprement, puisque les mots de
nombreet nombrersupposent une désignation exacte et précise, dont ces sortes
de rapports ne sont pas susceptibles. Aussin’y a-t-il a proprement parler que deux
sortes de nombres, les nombres entedres nombres rompusi fractions...

De la il est aisé de voir, que si les rapports incommensurables sont regardés
comme des nombres, c’est par la raison que s’ils ne sont pas des nombres pro-
prement dits, il ne s’en faut de rien, pour ainsi dire, qu’ils n’en soient réellement,
puisque la différence d’un rapport incommensurable & un nombre proprement dit,
peut étre aussi petite qu’on voudra.

Legendre La pratique de Legendre est claire. Dans son livre « Elémens de
géométrie » paru pour la premiére fois en 1794, il développadesens des
proportionsau livre 3.

Sion ala proportiond : B :: C': D, on sait que le produit des extrémesD
est égal au produit des moyeRsC'.
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Cette vérité est incontestable pour les nombres ; elle I'est aussi pour des gran-
deurs quelconques, pourvu qu’elles s’expriment, ou qu’on les imagine exprimées
en nombres; et c’est ce qu'on peut toujours supposer : par exemple/&siC', D
sont des lignes, on peut imaginer qu’une de ces quatre lignes ou une cinquiéme,
serve a toutes de commune mesure et soit prise pour unité ; alofs,C, D re-
présentent chacune un certain nombre d’unités, entier ou rompu, commensurable
ou incommensurable, et la proportion entre les ligres3, C, D devient une pro-
portion de nombres.

5.5 Argand et les rapport de grandeurs dirigées

On sait que les nombres négatifs et les nombres imaginaires, en usage depuis la
Renaissance, ont posé aux mathématiciens des problemes redoutables. En voulant
étendre a ces nombres ou quantités toutes les regles valables pour les nombres en-
tiers ou fractionnaires, des contradictions sont apparues : difficultés avec les inéga-
lités et la justification de la reégle des signes pour les négatifs, difficultés avec les
logarithmes des nombres complexes. Le probleme de la justification de 'usage de
ces quantités s’est trouvé poseé jusqu’au début du dix neuvieme siécle. Deux sortes
de théories furent élaborées : une de nature géométrique par un certain nombre de
mathématiciens peu connus comme Argand, Warren, Mourrey consiste a étendre
aux grandeurs dirigées la théorie des proportions, en associant a I'idée de rapport
une combinaison de I'idée de rapport de grandeurs et de I'idée d’angle ; I'autre,
ou les autres théories, élaborées par des mathématiciens plus connus, Gauss, Ha-
milton, Cauchy, sont des justifications de nature algébrique.

La derniére extension de la théorie des proportions voit donc le jour quelques
décennies avant le moment ou, par la découverte des géométries non euclidiennes,
les mathématiciens prennent conscience que les fondements des mathématiques
ne peuvent étre assurés en prenant comme base la vérité de la géométrie eucli-
dienne. Le probléme des fondements de I'analyse est posé. Dans ce processus,
la théorie des proportions va étre abandonnée au profit d’'une construction des
nombres réels a partir des nombres rationnels.

5.6 Larithmétisation de I'analyse

Apres une longue période de développement ou les résultats obtenus dans les
divers secteurs de la mécanique et de la physique suffisaient a montrer le bien
fondé des méthodes employées en analyse, avec Cauchy en particulier le souci de
fonder I'analyse sur des bases rigoureuses devint une préoccupation importante,
en particulier pour les besoins de I'enseignement.

Bolzano vers 1817 se livre a une critique des démonstrations géométriques
employées pour démontrer un théoréme comme le théoréme des valeurs intermé-
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diaires, qu’il y a la une faute intolérable contre la bonne méthode qui consiste

a vouloir déduire des vérités des mathématiques pures (ou générales) (c’est a
dire de I'arithmétique, de I'algebre ou de I'analyse), des considérations qui ap-
partiennent a une partie appliqguée (ou spéciale) seule, a savoir la géonlétrie.
rejette de méme le recours a des considérations de mouvement ou de temps.

De nombreux mathématiciens se sont a cette époque efforcés de justifier les
théoremes fondamentaux de I'analyse, en démontrant d’abord les propriétés des
nombres, ou plutét en faisant une construction explicite de ces nombres a partir
des nombres rationnels supposés connus a ce premier stade.

Nous n’allons pas ici décrire les différents modes de constructions des réels
a partir des rationnels, ce qui pour moi, fait I'objet d’'un travail suivant. Mon but
dans cet article était simplement de montrer que les nombres réels ont posé ques-
tion dans I'histoire. Ces questions, dans les termes mémes ou des mathématiciens
se les ont posées, sont intéressantes, car on se doute que les étudiants peuvent se
les poser a peu prés dans les mémes termes.

6 Que faire dans I'enseignement ?

Si les constructions des nombres réels ont été abandonnées en début de pre-
mier cycle universitaire, c’est qu’effectivement, elles ne pouvaient plus passer.
Impossible de définir les réels par des suites de Cauchy, a des étudiants qui ont
un mal fou a s’habituer aux raisonnements avec lgsLa construction par les
coupures serait possible si les étudiants avaient I'habitude de raisonnements de
plus de deux lignes...

Il est sOr que dans la situation actuelle, il faut renforcer la formation des
maitres sur cette question car le dilemme est le suivant : Nous devons au cours
des études secondaires développer chez les éléves une intuition juste des nombres,
en étant dans I'impossibilité d’apporter des justifications completes. Si le maitre
est suffisamment formé, s’il a des idées claires sur cette question, a chaque étape
il peut faire progresser les éleves. Mais que peut faire un maitre qui a des idées
floues ou carrément fausses, comme certains étudiants de Capes que je vois tous
les ans. Il ne peut que reproduire cette confusion au niveau de ses éléves.

Que penser de I'enseignement de I'analyse ou on fait converger des suites vers
des choses qu'on n’a pas définies comyf2 ou qu'on ne peut qu'approcher ?
Comment, quand I'enseignement est ainsi incohérent, faire autre chose en analyse
gue passer d’'une activité a I'autre, sans trop savoir ce qu’on fait, ni pourquoi on
le fait ? Nous constatons toujours que I'idée principale sur les suites des étudiants
de premiere année de Deug en arrivant a l'université, est que c’est trés dur et
gu’ils 'y comprennent rien. Quant a la définition des limites, il faut commencer
a corriger celle utilisée dans les programmes.
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Nous pensons a I'lrem de Lille que pour sortir de cette situation, il faudrait que
les Irem développent un travail de réflexion vertical sur différentes notions, aux
cours des cycles primaire, college, lycée, et enseignement supérieur. La question
de 'enseignement des nombres est une de ces questions, qui rejoint la question de
I'enseignement de I'analyse, objet de malaise pour la plupart des enseignants de
terminale que je connais. Cet enseignement doit étre repensé en tenant compte de
'usage actuel des calculatrices, mais sans escamoter comme actuellement toute
guestion théorique. Quel est le sens d’un calcul exact, d'un calcul approché ? La
conception des nombres réels, de la mesure des grandeurs, de I'enseignement de
I'analyse est le résultat d’'un processus historique, dont nous devons tenir compte.
Comment rétablir une cohérence entre le numérique et le géométrique, entre le
numérique et I'analyse dans I'enseignement ? Il est nécessaire de s’engager dans
un processus de réflexion qui mette I'accent sur la cohérence verticale des appren-
tissages.
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